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Cuprins %
" Introducere
= Metoda trapezului si eroarea de trunchiere
" Metoda lui Richardson

= Metoda lui Simpson

= Metoda lui Gauss



Integrarea numerica

= Calculul are drept scop determinarea numerica a valorii integralei

f:f(x) -dx, unde f(x) este continua pe [a, b], iar a si b sunt finite

= Doua grupe de metode:

» Metode ce Tmpart intervalul de integrare In subintervale de aceeasi
lungime, numarul subintervalelor fiind impus de operator, de ex:

* metoda dreptunghiului, metoda
trapezului, metoda lui
Richardson si metoda lui
Simpson;

» Metode ce Tmpart intervalul de
integrare in asa fel incat eroarea de
calcul sa fie minima, de ex:

e metoda cuadraturii a lui Gauss
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Metoda trapezului

= [ntervalul [a, b] se imparte in n subintervale de lungime egale
b-a ,
Ax; = Xj11 — X =——= hi=0n—-1,xp=ax,=b
" Pentru simplificare notam y; = f(x;) si y;11 = f(xi+1)

= |Integrala I; poate fi aproximata cu aria trapezului (x;, y;, ¥i+1, Xi+1)

-

| (yl + yi+1) Y f(xl) f(Xi11)

= Aceasta aproximare permite determinarea
valorii integralei prin relatia:

n
h
| :ZIi =E'(YO+Y1+Y1+Y2+y2+"'+yn—1+yn—1+yn)
i=0

" relatia de calcul a integralei definite, prin

metoda trapezelor, va fi urmatoarea:

h
I =E-(y0+2-y1+2-y2+2-y3+---+2-yn_2+2-yn_1+yn) 4



Eroarea de trunchiere pentru metoda trapezului %
" Pentru a putea evalua eroarea de trunchiere se va utiliza relatia de

dezvoltare in serie Taylor a functiei f(x) in jurul punctelor x; si x;,4

= \Vom pastra termenii pana la derivata de ordinul 2

00 104+ () 1) C2 )

0= )+ (ex0)- 1 )+ 0 )

= Pentru simplificare se vor introduce notatiile amintite anterior

(X_Xi )2

2
(x=x —h)’

i

f(X)=y; +(x=x ) y; +

fz(x): Yia * (X —Xj — h)' yil+1 + ' yi"+1



Eroarea de trunchiere pentru metoda trapezului

= VVom construi o noua functie care aproximeaza cel mai bine functia
in intervalul (x; x;41), ca media acestor doua functii:

_ _2 R
fl(X)ZYiJF(X_Xi)'yi'JF(X 2X') Y
F(x)= f(x)+ f5(x) .
2 fZ(X): Yiag (X =X - h)' yi'+1 + w Vi
Vi + Vi, Yi+Yiq h X=X )* [ A (Xx=x)h . h%Z .
f(X):'T'lJF(X—Xi)"T'l—E'Yi+1+%'(y”1+)h)—%'YMJFT'YM

" Prin integrarea acestei functii de la x; la x;1 si reducerea
termenilor asemenea vom obtine:

Xi1 h h 2 h 3

I = )_[f(X).dx:E.(yi+1+yi)_Z.(yi'+1_yi')+E.(yi'-+l+yi--)



Eroarea de trunchiere pentru metoda trapezului

=" Pornind de la rezultatele anterioare
2 3 Xj11

-2 > Vit Y1) n o Wy n > 0o+ y)) li=jf()-dx:2-(y-+yi+1)

- Eroarea de trunchlere produsa Ia aceasta metoda poate fi apreciata ca

fiind egala cu: e

h2
en =~ WY e oo 0+ v)
= Pentru valori mici ale lui h primul termen are valoarea dominanta.
= /om presupune ca eroarea de trunchiere are expresia:
. 2 1 1
e =K-h '(yi+1_yi)
" Presupunand derivatele de ordinul unu ca fiind aproximativ constante pe
intervalul de integrare, eroarea de trunchiere poate fi aproximata prin:

A p2
e =C-h

unde ¢ este 0 constanta



Metoda lui Richardson

= Se pleaca de la eroarea de trunchiere a metodei trapezului pentru o
diviziune h: b-a —.h2
n
o yres b— :
= O alta diviziune k = 7“ conduce la eroarea de trunchiere ey = ¢ - k?
= Astfel, urmatoarele relatii pot fi scrise:

_ 2 _ 2

: < . I, -1
* Prin scadere se obtine: C= %
ke —h

= Valoarea integralei se poate scrie sub forma:

e DA =1y + 2
=1+ 5= 5h K2
h2

= expresie ce poarta denumirea de formula lui Richardson si are o precizie
mai mare decat metoda trapezului.



Metoda lui Simpson

= Metoda este similara metodei trapezelor deoarece presupune divizarea
intervalului de integrare in subintervale iar functia de integrat trebuie
evaluata la capetele acestor subintervale

* [n metoda Simpson este utilizati o parabola (polinom de gradul 2) pentru
aproximarea ariei corespunzatoare la doua intervale adiacente

= Se porneste de la formula lui Richardson pentru doua diviziuni intre care

avem relatiile: k = 2h, k = 2=2 h = 2=2
? m n

= Scriem formula metodei trapezului pentru fiecare diviziune in parte:

h
I :E-(yo+2-y1+2-y2+2-y3+2-y4+2-y5+---)

I :h-(y0+2-y2+2-y4+2-y6+---)



Metoda lui Simpson

I, —1 _ I, — 1

= Pentru k = 2h relatia I:Ih+|£‘2 “ devine I=Ih+'l]r k=§-(4-Ih—lk)
X
h2

= Avand in vedere relatiile initiale:

h
I :E-(y0+2-y1+2-y2+2-y3+2-y4+2-y5+---)

I :h-(y0+2-y2+2-y4+2-y6+---)

= Obtinem:
h
I :g-(yo+4-y1+2-y2+4-y3+2-y4+4-y5+2-y6---)

" Relatia anterioara reprezinta formula de calcul a metodei lui Simpson.

" Precizia algoritmului este legata de numarul de puncte in care se

evalueaza functia (pasul de integrare este mai mic) 10



Metoda lui Gauss

= Metoda lui Gauss permite reducerea numarului de puncte in care trebuie
sa se evalueze functia la doua

= Metoda presupune efectuarea unei schimbari de variabila astfel incat

intervalul [a, b] sa fie reprezentat pe intervalul: [—1,1]

= Avem urmatoarea formula de substitutie:

2 b+a 2
“b_a  b_a iar derivata: b—a

u
* Prin substitutie avem: x = %(b —a)u+ % (b+a) sidx = %(b —a)du

= Caurmare, I = f: f(x) dx se transforma astfel:

I=Lbf(x)dx=f_llf[%(b—a)u+%(b+a)]-%(b—a)du=f_111|1(u)du

11



Metoda lui Gauss

= Formula de integrare trebuie sa tina cont de urmatoarele:
» Sunt utilizate doua puncte din interiorul intervalului de integrare

» Trebuie sa returneze eroare zero pentru polinoame de grad maxim trei

» Metoda consta in determinarea unei drepte: y=ag + a;-u
= Din punct de vedere grafic conditia revine la egalitatea dintre aria A
cuprinsa intre graficul functiei si dreapta aflata deasupra dreptei si aria 4,

cuprinsa intre graficul functiei si dreapta aflata sub dreapta (4, = 4, + 43)

N Y o, u
| ™, v
| | 1 |
| : = [wlu)-du= [ (og + ot -u)-d
| | ] i
| |
l‘ d
’ l g 12




Metoda lui Gauss

= Pentru a calcula integrala utilizand numai doua evaluari ale functiei se mai
pune conditia:

|—j\|; du—j(ao +oy-u)-du=A - yUuy)+ A, - y(u)
-1

unde, uy Si uq sunt puncte de divizare a intervalului, 41 si A; sunt ponderi

= Pentru a determina valorile reale ale marimilor ay, a1, A1, A,,uy, uy S€ pune
conditia de a se obtine un rezultat exact in cazul unui polinom de ordinul
al treilea

= Consideram un polinom de grad trei, de forma particulara:
w(u)= o +ay -u +(U _Uo)'(u _Ul)’(Bo +[ ‘U)

= [ntegrala polinomului trebuie sa fie zero

13



Metoda lui Gauss

= Valorile uy si u; se obtin punand conditia de a fi indeplinita egalitatea:

I =j(oc0 + 0y -u+(u—u0)-(u—u1)-([30 +B4 -u))-du=j.(oc0 + 0y -u)-du

" Dupa reducerea termenilor asemenea se obtine:
1

_[(U _Uo)‘(u _Ul)'(Bo + P -u)-du =0

-1
= in continuare se pune conditia ca aceasta egalitate sa fie indeplinita
oricare ar fi valorile coeficientilor g, si 8,

- Pentlru perechea de valori: By = 1 si 1 = 0 se obtine egalitatea:
j(u —uo)-(u ~u;)-du=0
1 1 1 1

2
" Expresie care devine: J-U -du+(u0 +U1)-IU-dU+UO -Ul-IdU=O
-1 -1 1 14



Metoda lui Gauss

9 . _ 2 1
* Dupa rezolvarea integralelor obtinem: st 2ug-ug = 0> uy-uq = —3

" Pentru perechea de valori: o = 0 si B; = 1 se obtine egalitatea:

1
j(u—uo)-(u—ul)-u-du=0
-1 1 1 1
" Expresiadevine:  [u®-du+(ug +uy)- [u? -du+ug-u; - Ju-du=0

-1 -1 -1

o . . 2 . v
= Dupa rezolvarea integralelor obtinem: -3 (g +uq) =0, adicauyg+u; =0

= Astfel, avem un sistem de forma urmatoare, cu solutiile aferente:

r

Up+u; = 0 . 1 4 - 1
S U U _ _l 0 \/g 1 \/§
' 3
~ 15



Metoda lui Gauss

= Coeficientii A, si A, se obtin punand conditia de a fi indeplinita egalitatea:
1

| = [(ong + oty -u)-du= A - y(ug) + A, - w(uy)
-1

= Expresia poate fi scrisa si astfel:

1 1
o [du+ ey [u-du= A w(up) + Ay - wuy)
-1 -1

= intrucat: \|!(Uo)= oy +0q Uy si \If(Ul): Og +0y -Up

= Dupa rezolvarea integralelor, inlocuirea lui u, si u4, gruparea termenilor,
integrala devine:

2-a9 = A -(og +ag-Ug)+ Ay -(ag +oy -uy) Yo NN
0‘0‘(A1+Az)+%'a1‘(_A1+Az)=2°% 16



Metoda lui Gauss

= Se pune conditia ca aceasta egalitate sa fie indeplinita oricare ar fi valorile
coeficientilor a si a,. Avem astfel:

> Pentru ag=1sia; =0: A; + A, = 2 ao-(A1+A2)+%-al-(—Ai+A2)=2-ao
» Pentruag=0sia; =1:. -4; +4, =0
= Se obtine un sistem, care dupa rezolvare conduce la: 4, =1si4; =1

= In consecinta, formula de integrare prin metoda Gauss va avea expresia,
dupa inlocuirea in formula initiala, astfel:

I—j\v du_j (0g + g -u)-du=A - y(uy)+ A, -y(uy)
-1

e

17
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